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1. Introduccién

La transformacion de Laplace, llamada asi en honor a Pierre-Simon Laplace, es un ti-
po de transformacién integral muy utilizada en diversas areas de las matematicas, fisica e
ingenierias, principalmente por su utilidad en la resoluciéon de ecuaciones diferenciales. La

integral
| et

0

se conoce como la integral de Laplace, donde f(t) es una funcion compleja de variable real
y el pardmetro s es una variable compleja. En caso de que la integral converga, a la imégen
de la transformacion, F(s), se le conoce como la transformada de Laplace de la funcion f(t).
La transformacion de Laplace es de interés principal para los ingenieros y fisicos, debido
a su utilidad en la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales [1]. Ademas
es util en la solucion de ecuaciones integro-diferenciales y permite la evaluacion de ciertas
integrales, entre otras utilidades [2].



El objetivo principal de éste trabajo es introducir la transformacion de Laplace, estudiar
un selecto de sus propiedades y detalles, y finalmente mostrar su utilidad en la soluciéon de
ecuaciones diferenciales. El trabajo esta dividido en dos partes, la primera parte involucra el
estudio analitico de la transformacion y sera el contenido de éste trabajo. La segunda parte
involucra la solucion de distintos ejemplos representativos de ecuaciones diferenciales por
medio de la transformacién de Laplace.

2. Resumen Histoérico

La definicion moderna de la transformaciéon de Laplace es relativamente reciente, su
desarrollo moderno proviene principalmente del trabajo de Bernstein y Doetsch a partir de
los 1920s, en especifico del texto Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation de
Doetsch publicado en 1937. Pero la teorfa de la transformacion de Laplace en general tiene
una larga historia y los primeros usos de integrales de éste tipo para la solucién de ecuaciones
diferenciales fueron hechos por Euler en 1737 [3]. Lo que sigue es un resumen pequéno del
recuento histérico de la transformacion de Laplace hecho por Deakin en su trabajo The
Development of the Laplace Transform [2].

Deakin sefiala que en ciertos trabajos, Euler utiliza transformaciones integrales de la
forma

z(a?,a):/o e X (t) dt,

en la solucion de ecuaciones diferenciales. En otros trabajos (1781) evalua integrales de
la forma fooo e F4n=1dt para k complejo, efectivamente evaluando la transformacion de
Laplace y de Fourier de ciertas funciones. Lagrange también utiliz6 métodos similares a los
modernos en la solucion de la ecuacién de onda cuando estudiaba la propogacion del sonido,
en donde transformoé una ecuaciéon diferencial parcial en una ordinaria mediante lo que hoy
se conoce como la transformaciéon de Fourier.

Mas adelante, Laplace estudia series de poder y funciones generadoras en relacion directa
a la transformacion de Laplace, pero principalmente es a partir de su trabajo Mémoire
sur les approximations des formules qui son fonctions de trés grands nombres (1810) en
donde desarolla mucha de la maquinaria utilizada en la solucién de ecuaciones diferenciales
mediante transformaciones integrales en donde el kernel comunmente fue de la forma e~*t.
Mas adelante Laplace utiliza integrales definidas en su estudio de la probabilidad en donde
considera integrales de la forma fOOO f(t)emet dt, con el objetivo de la evaluacion de ciertas
integrales complicadas. La transformaciéon de Laplace de nuevo aparece en su trabajo Théorie
analytique des probabilités (1892) en donde Deakin sefiala que hay acercamientos a la formula
inversa conocida actualmente. A pesar de que fue anticipado por los trabajos de Euler y
Lagrange entre otros, Laplace fue quien produjo un trabajo mas completo y profundo sobre
ésta transformacion, y es por ésto que se le atribuye.

Mas adelante, los trabajos de Fourier y Poisson en sus estudios de la ecuaciéon de calor
hicieron contribuciones importantes pero indirectas al desarrollo de la transformacion. Los
desarrollos tedricos hechos por Cauchy también fueron importantes especialmente para el
desarollo moderno de la transformacion, en primera instancia por su trabajo en el calculo
de residuos y su relaciéon con la transformacion de Fourier, y en segunda instancia, por sus
aportaciones en su trabajo sobre métodos operacionales. En las siguientes decadas hubo mu-
chas aportaciones directas e indirectas a la transformacion hechas por Abel en sus trabajos
sobre funciones generadoras (1820), en las investigaciones de Liouville sobre las funciones
exponenciales (1832), por Murphy debido a su formula de inversion (1832). El trabajo de
Petzeval represent6 una culminacion de la investigacion hasta ese tiempo (1860) duplican-
do y superando el trabajo de Laplace al introducir los trabajos de Cauchy y Liouville. A
finales del siglo 19, Poincaré y Pincherle extendieron la transformacion a su forma compleja
motivando una acelaracion en la investigacion de ésta area. A inicios del siglo 19, Lerch y
Bateman empezaron a utilizar la transformacion en el sentido moderno, en particular Ba-
teman la utiliz6 para transformar ecuaciones que surgieron del trabajo de Rutherford sobre
el decamiento radioactivo.

Por otro lado, en ésta epoca Oliver Heaviside produjo una gran cantidad de trabajo
conocido como el cdlculo operacional, principalmente en el contexto de la mecanica eléctrica.
El calculo operacional de Heaviside no fue justificado de manera rigurosa, pero sus métodos



fueron adoptados por ingenieros eléctricos para la soluciéon de sus problemas. Alrededor de la
misma epdca, Doetsch desarrollo el enfoque moderno y riguroso de la transformacion Laplace
culminando en su trabajo de 1937. Ademas alrededor de la epoca, se hicieron investigaciones
que intentaron hacer riguroso el trabajo de Heaviside por medio de la transformaciéon de
Laplace, por ejemplo los trabajos de Bromwich [3].

Para un recuento detallado de la historia de la transformacién de Laplace véase [2] y [4].

3. La Integral de Laplace

Las transformaciones integrales relacionan un espacio de funciones con otro espacio de
funciones por medio de la integracion. Generalmente el objetivo de aplicar transformaciones
integrales es transformar una funcién o ecuacién en otra que es mas facil manipular o analizar
dentro del nuevo espacio. En general una transformaciéon integral es de la siguiente forma

b
T{f}(s) = / K(s,0)f () dt

donde f es la funcién a transformar y K es una funcién comunmente llamado la funcion
kernel. La transformacion de Laplace es un tipo de transformacion integral, donde el dominio
de integracion es la semi-recta real no-negativa, con la funcion kernel

K(s,t) = e "

En el caso de la transformaciéon de Laplace, la integral generalmente es una integral de Rie-
mann impropia, pero ésto depende del espacio de funciones sobre el cual estamos trabajando,
pues en la teoria de integracion de Lebesgue, hay funciones definidas en intervalos infinitos
cuya integral si existe. En general no es facil caracterizar todo el espacio de funciones sobre
el cual la integral converge, por lo que nos restringimos a las funciones que satisfacen ciertas
condiciones.

Considerando las funciones complejas de variable real, la primera restricciéon que impone-
mos es la restriccion de los limites de integracion al intervalo [0, c0). Debido a ésto, deberia
ser irrelevante como esta definida la funcién para valores de ¢ menores a 0, pero para faci-
litar la relacion con la integral de Fourier y la formula de inversion mas adelante, hacemos
la restriccion explicita al definir f(¢t) = 0 para todo t < 0. Entonces, si f : R — C es una
funcién compleja de variable real y s un niimero complejo, definimos la transformacion de
Laplace de la siguiente manera.

Definicion 3.1. Si la siguiente integral existe, definimos la transformacion de Laplace como

LLf)}) = /0oo eSLf(t) dt. (3.1)

A la integral se le conoce como la integral de Laplace, y su convergencia depende de la
variable compleja s.

La pregunta inmediata es, ;qué concepto de integraciéon nos conviene utilizar? La integral
y por lo tanto la transformacién de Laplace tiene sentido segin la funcién de interés. La
teorfa de integracion de Riemann nos limita en primera instancia a funciones acotadas sobre
conjuntos acotados. Por lo tanto si utilizamos integracién de Riemann, estamos obligados a
utilizar la integral impropia

Z{f(t)} = lim TeStf(t) dt.
T Jo

Dado que la integral de Lebesgue generaliza a la integral de Riemann, serfa conveniente
pensar la integral de Laplace como una integral de Lebesgue, con el objetivo de ampliar el
conjunto de funciones transformables y ademas porque la integral de Lebesgue sobre conjun-
tos infinitos existe de forma natural para ciertas funciones; desafortunadamente existen casos
importantes en donde la integral de Laplace es impropiamente integrable pero no Lebesgue
integrable, por lo que parece que no podemos evitar la integral impropia totalmente si lo
que buscamos es ampliar el conjunto de funciones transformables. La mayoria del material



consultado para éste trabajo utiliza la teorfa de integracién de Riemann, por lo que nos
ha sido conveniente en éste trabajo definir como una integral de Riemann impropia,
aunque casi toda la teoria es aplicable y a veces se facilita si se considera como una inte-
gral de Lebesgue [I]. Antes de analizar méas de los detalles de convergencia, primeramente
calculamos la transformaciéon de unos ejemplos para familarizarnos con el concepto.

Ejemplo 3.2. Sea f :[0,00) = R la funcion constante f(t) = 1. Calculando la integral de
Laplace obtenemos

L{f(t)} = /OOO e st 1dt

T

= lim e st dt
T—00 0
/ 1 —sT
=t [ )
1 1
=—-— = lim e *".
S S T—00

Ezpresando a s € C como s = x + iy, obtenemos

2{ft)} = P Th;rglo e~ @tw)T
S Jim e eos(yr) — isin(yr)]
= — — — l1m 5 — 7811 .
S T A e cos(y7) — isin(yr

Observamos que si Rs = x < 0, entonces el limite anterior no existe, por lo que la transfor-
mada de Laplace no estd definida en los complejos con parte real menor o igual a cero. En
cambio si s = x > 0, entonces

20y =21y = (3:2)

Ejemplo 3.3. Sea f : [0,00) — C la funcion definida como f(t) = e, donde a es un
numero complejo. Técnicamente la funcion exponencial estd definida en todo R por lo que
hacemos la restriccion a la semi-recta explicita. Por definicion tenemos

Z{fit)} = /000 ee st dt

= lim [ e (=9t
T—r 00 0

1
lim [— (e_(s_a)T - 1)}
T—00 S—a

= lim | — ! e~(5ma)m) 4 L .
T—00 s—a s—a
Notemos que la integral converge solamente si R(s — a) > 0, en ese caso tenemos que la
1

transformada de Laplace de f(t) = e es L{f(t)} para fs > Ra.
Ejemplo 3.4. Sea f :[0,00) — C dada por f(t) = cos(at) donde a € C. Recordemos que

T s—a

eiz + efiz
2 )
para z € C, por lo tanto utilizando el ejemplo anterior obtenemos

2y = [

:/ [16—(s—ia)t+e—(s+m)t] dt
0o L2

1 /7 . 1 /7 .
= lim - / e~ (571t gy 4 fm = / e~ (stia)t gy
0 0

cos(z) =

% (eiat 4 e—iat) e—st dt

oo
oo

T—00 2 T—00
1 1
-~ 2(s—ia)  2(s +ia)
s
52 4a?2’



donde Rs > R(ia) = —Sa y Rs > —R(ia) = Sa, es decir, la integral de Laplace converge
para Rs > |Sk|.

Para los ejemplos de funciones anteriores, la integral de Laplace converge para algunos
valores de s. Existen funciones para las cuales la integral de Laplace no converge para ningtn
valor de s, por ejemplo f(t) = et’. En contraste a ésta funcioén, las funciones anteriores que si
son transformables comparten una caracteristica en particular, son dominadas por la funcion
ePt para algtin p > 0. Pero ésto no es un requisito para la convergencia en el sentido de la
integral de Riemann impropia, por ejemplo, la funcion f(t) = 2tet” cos(et2) crece mas rapido
que P, sin embargo se puede demostrar que su integral de Laplace converge para ciertos
valores de s. Como veremos en la seccién siguiente, no es trivial definir una clase de funciones
qué abarca a todas las funciones de interés practico, por lo que nos reduciremos a un espacio
de funciones mas pequeno.

3.1. Convergencia

Como se menciond anteriormente, a pesar de qué la integral de Lebesgue sobre conjuntos
infinitos puede exisitir directamente, hacemos explicito la interpretaciéon de la integral sobre
[0, 00) como una integral impropia. Por definicion, es necesario que la integral

/T e SF(t) dt

0

exista para todo 7 € (0,00), en otras palabras, la funcion e 5! f(¢) debe ser integrable en
todo intervalo finito [0, 7], antes de empezar hablar sobre el limite. Notemos que si nos
limitamos a las funciones de éste tipo, nos estariamos restringiendo a funciones acotadas
en cada intervalo finito, algo qué no es conveniente, por ejemplo la funcion f(t) = t* para
—1 < a < 0 tiene una relacion directa con la funcién I' por lo que es una funcién de interés
en el estudio de la transformacion de Laplace, pero solamente es impropiamente integrable
considerando el limite inferior, es decir

T T
/ t*dt = lim t* dt.
0 e—0 /.

También es de interés definir la transformacion de Laplace para funciones que requieren
integracion impropia en puntos distintos del cero, por ejemplo la funcion

f(t):{\/t(llit) 0<t<l,

0 t>1,

es utilizada en la teorfa de las funciones de Bessel [I] y requiere integracion impropia en
los puntos t = 0 y t = 1. En términos de la integracion de Riemann, para los resultados
que siguen, requerimos que f(t) sea integrable en cada intervalo finito y absolutamente
integrables (impropiamente) en los intervalos donde se encuentran los puntos singulares.

Despues de restringirnos a las funciones localmente integrables (en el sentido de Lebesgue,
6 absolutamente localmente integrables en el sentido de Riemann), para fines practicos, nos
restringimos a estudiar las funciones que no crecen demasiado rapido. Sin una caracterizacion
explicita y por lo tanto no muy tutil, definimos el espacio de funciones transformables £ de
la siguiente manera.

Definicion 3.5. La clase de funciones transformables L, consiste de las funciones complejas
de variable real f : R — C, donde f(t) = 0 para todo t < 0, localmente absolutamente
integrables (impropiamente si es necesario), para las cuales existe una constante x € R, tal
que

/DQ e THf(t) dt < oo.
0

Este espacio de funciones es suficientemente grande para fines practicos [3], pero seria
util tener condiciones suficientes para garantizar si una funcién es transformable, pero antes
que ésto, desarrollamos unos resultados importantes sobre el dominio de la variable s donde
la integral de Laplace converge.



3.2. El Semi-Plano de Convergencia

Se puede observar que en los ejemplos anteriores, la integral de Laplace converge para un
semi-plano derecho, no solamente para un solo s. En general ésto sucede para toda integral
de Laplace. Para ver ésto primero demostramos el siguiente teorema, recordando que una
integral converge absolutamente si la integral [ |f(t)| dt existe.

Teorema 3.6. Una integral de Laplace que converge absolutamente en un punto sg € C,
converge absolutamente en el semi-plano Rs > Rsy donde Rs significa la parte real del
numero complejo s.

Demostracion. Utilizaremos el criterio de Cauchy [I]], el cual nos dice que la integral de
Laplace impropia converge si y solo si para todo € > 0, existe un w > 0 tal que para todo
w1 > we > w se satisface

/wz e T f(t) dt’ <e

wi

Supongamos que la integral de Laplace converge absolutamente en el punto sg € C. Sean
e >0y s e C tal que Rs > Rsp. Por el criterio de Cauchy, para el € dado existe un w > 0
tal que para todo wy; > we > w, se satisface

/W2 le™*ot f(1)] dt <.

1

Entonces considerando Rs > sy tenemos
w2 w2
/ le™*tf(t)| dt = / e—<s—so>te‘80tf(t)‘ dt
w1 w1

_ / 2 67%(5750)15 }efsotf(t” dt

1

< / et ()] dt

1

< €.

Por lo tanto del criterio de Cauchy concluimos que la integral de Laplace converge abso-
lutamente para todo s € C tal que s > Rsg cuando converge absolutamente para algin
S50- O

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, si definimos la funcion F(s) de va-
riable compleja a partir de la integral de Laplace, F'(s) debe ser acotoda en el interior de
su plano de convergencia. Supongamos que la transformaciéon de Laplace para una funcion
f(t) existe para cierto so € C con parte real s = z. Entonces podemos definir la abscisa
de convergencia absoluta de la integral de Laplace como

a=a(f):= inf{meR:/Ooo|e”f(t)|dt<oo}. (3.3)

Al semi-plano abierto Rs > « 6 al semi-plano cerrado Rs > a, se les conoce como los
semi-planos de convergencia absoluta de la integral de Laplace. Ocasionalmente, la integral
converge sobre la recta del plano complejo definida por la abscisa de convergencia pero en
lo que sigue solo consideramos el semi palno abierto Jts > «.

La integral de Laplace puede existir sin ser absolutamente convergente, por lo tanto
para determinar el dominio de convergencia simple de una integral de Laplace, utilizamos
el siguiente teorema el cual Doetsch nombra como el teorema fundamental de la integral de
Laplace.

Teorema 3.7 (Teorema Fundamental). Si la integral de Laplace

/Oo e Sf(t) dt

0



converge para un s = sg € C, entonces converge en el semi-plano abierto Rs > Rsg, donde
puede ser expresado por la integral absolutamente convergente

(s — 50) /OOO el 1) dt,

donde .
1) = SoT () dr.

Demostracion. Supongamos que la integral de Laplace de f(¢) converge para sg. Primero
observemos que la funciéon ¢ es igual a 0 para t = 0. Entonces utilizando integracion por
partes tenemos

/w e St f(t)dt = /w e (ms0lte 0t £(¢) dt
0 0
_ 6—(5750)W¢(w) 4 (S _ 50)/ ei(sto)t(Zs(t) dt.
0

Como la integral converge para sg, la funcién ¢(t) tiene limite ¢y cuando ¢ tiende al oco.
Ademés la integral ¢(t) es continua, por lo que ¢ es acotada en todo subintervalo finito [0, ¢],
por lo tanto ¢(t) es acotada para todo t > 0, digamos por algan M > 0. Se sigue que para
Rs > Rsp, los limites

lim e~ (790)%p(w) = 0,

w00

w oo
lim [ e~ (790 g(4) dt :/ e~ (5750t gy (4) dt
existen, y aqui concluimos que la integral converge para todo Rs > sy. Pero ademas la
integral anterior converge absolutamente, ya que |¢(t)| < M para todo t > 0, entonces

/ e Cmto()| at < M/ e~ Ra=s0)t .
0 0

Por lo tanto cuando w — oo tenemos
/ et f(t) dt = (s — s0) / e~ (5750) (1) dt
0 0

para Rs > Rsp donde la integral converge absolutamente. O

El teorema anterior es util porque nos demuestra que toda integral de Laplace que conver-
ge, puede ser expresado como una integral absolutamente convergente. De la misma manera
en que definimos la abscisa de convergencia absoluta, con el teorema anterior podemos definir
la abscisa de convergencia simple y el semi-plano de convergencia simple, admitiendo
la posibilidad de que la integral converja para todo el plano complejo.

Corolario 3.8. El dominio de convergencia de una integral de Laplace es el semi-plano
derecho s > «, posiblemente incluyendo todo, o una parte, o nada de la recta Rs = «.

De lo anterior, para las funciones del espacio £, la transformaciéon de Laplace converge en
un semi-plano del plano complejo, mas adelante analizaremos las propiedades de la funcion
F(s) dentro de éste plano. Por el momento establecemos condiciones suficientes para la exis-
tencia de la transformacion de Laplace de una funcién f. Para hacer ésto, primero hacemos
preciso la restriccion al crecimiento de la funcion f(¢), definiendo el orden exponencial.

Definicién 3.9 (Funcion de Orden Exponencial). Sea f(t) una funcién compleja de variable
real. Decimos que f es de orden exponencial z, si existen constantes M,x € R, con M > 0,
tales que para algun ty > 0,

|f(H)] < Me™, t>to.

Con ésto podemos enunciar condiciones suficientes que aseguren la existencia de la trans-
formacion de Laplace de una funcién, limitdndonos a un subconjunto de las funciones de
clase £, mediante la restriccion a funciones seccionalmente continuas que no crecen muy
rapido.



Teorema 3.10 (Teorema de Existencia). Si f(t) es una funcion seccionalmente continua
en [0,00) y ademds es de orden exponencial xz, entonces la transformacion de Laplace de
f(t) existe.

Demostracion. Como f es de orden exponencial, entonces existen M7, z y to tales que
If(t)] < Mye™, t>to.

Ademés f es seccionalmente continua en el intervalo [0,tg] y por lo tanto es acotada en
cada subintervalo de [0, o] (por cotas posiblemente distintas). Tomemos la cota mas grande,
digamos Mo, entonces

[f()] < Mz, 0<t<to.

Dado que e* esta acotado inferiormente por un niimero positivo, podemos encontrar un M
suficientemente grande tal que

£ < Me™, >0,

Por lo tanto

/ le=*'f(t)| dt < M/ e~ (=)t gt
0 0
Me—(s=2)7 M
—(s—x) B —(s—x)
M B Mef(sfz)-r
s—x  —(s—uxz)

Notemos que si s > x, entonces tomando el limite 7 — 0o, obtenemos

/OOO e f(t)] dt < M

S —X

Por lo tanto la integral impropia converge aboslutamente y por lo tanto converge. Se sigue
que f(t) pertenece a la clase de funciones £ y su integral de Laplace converge para todo
Rs > x. O

En ésta seccion hemos definido la integral de Laplace y analizado su dominio de conver-
gencia. En la siguiente seccion desarrollaremos las propiedades béasicas de la transformacion
de Laplace, visto como un operador lineal de funciones y exponemos las propiedades nece-
sarias para aplicar la transformaciéon a la solucién de ecuaciones diferenciales.

4. La Transformada de Laplace

Como observamos anteriormente, la interal de Laplace converge en un semi-plano derecho
cuando converge para algin punto. Definimos la funcién F'(s) por medio de la integral de
Laplace

Fls) = % = {f(0)} /OOO =L F (1) dt. (4.1)

Estableciendo ésta correspondencia entre f(¢) y F(s), podemos interpretarlo como una trans-
formacion. Dicha correspondencia se conoce como la transformacion de Laplace, y cuando
Z actua sobre una funcion f(t) adecuada, produce la funcion F'(s) llamada la transformada
de Laplace, es por ésto que comunmente se le dice operador a pesar de no establecer un
estructura especifica entre los espacios de funciones. El operador .Z es un operador lineal
debido a la linealidad de la integral, es decir, si f,g € Ly «, 8 € C, entonces la transformada
de Laplace de la funcion af + Bg existe y satisface

L{af(t)+By(t)} = aZ{f ()} + 8L{g(t)} (4.2)

para s > méx{a(f),a(g)}. A parte de la linealidad .#, es importante formar un vocabula-
rio de funciones transformables y sus respectivas transformadas [, el cual nos servira a la
hora de calcular la transformacion de funciones més complicadas, calcular la transformacion
inversa y para cuando busquemos resolver ecuaciones diferenciales. Para no extender éste
trabajo demasiado hemos elegido una pequena cantidad de las propiedades de la transfor-
maciéon que consideramos tutiles mas adelante.



4.1. Teoremas de Traslacion

Unas de las propiedades mas tutiles de .Z es como se comporta bajo la traslacion de
los pardmetros t y s. Para ésto primero introducimos las funciones de paso unitario, las
cuales son muy usadas, especialmente en modelos de sistemas eléctricos. Primero definimos
la funcion de paso unitario de Heaviside u(t), llamada asi en honor al fisico-matematico
Oliver Heaviside. La funcion u(t) es igual a 0 para valores negativos e igual a 1 para valores
mayores o igual a cero. Se define para todo R de la siguiente manera.

Definicién 4.1 (Funcion de paso unitario 6 funcion de Heaviside).

ult) = {0 <0, (4.3)

1 t>0.

La transformada de Laplace de u existe y es igual a F(s) = 1/s para Rs > 0. Hacemos
una modificaciéon a la funciéon de Heaviside de manera que la funcién se traslada al punto

a > 0 para obtener
0 t<a
u(t—a) = 4.4
(t~a) {1 o (1.4)

En éste caso la transformada de Laplace también existe y es esta dada por

—as

F(s):/ e_Stdt:es , Rs>0.

A parte de la transformada de la funcién de Heaviside, consideremos la funcion f(t) = e,
donde a es un pardmetro complejo. Observemos que

o0
F(s) = / ela=s)t gt = L, Ra > Rs.
0 s—a
Con las observaciones anteriores, podemos enunciar los siguientes dos teoremas de desplaza-
miento, uno afecta a la variable s y otro a la variable temporal t. Nota: Las demostraciones
de varias de las propiedades/teoremas de aqui en adelante se omitiran al menos que sean de
valor intuitivo o involucren procedimientos no triviales.

Teorema 4.2 (Primer teorema de desplazamiento). Supongamos que f es una funcién con
transformada de Laplace F(s) convergente para todo s > Rsg. Entonces sia € R, la funcién
dada por e f(t) tiene transformada de Laplace igual a F(s — a) para todo Rs > RNsg + a.

Teorema 4.3 (Segundo teorema de desplazamiento). Supongamos que f es una funcién con
transformada de Laplace F(s), entonces para todo a € R con a > 0, la funcién f(t—a)u(t—a)
tiene transformada de Laplace dada por e **F(s).

4.2. Teoremas de Integracion y Diferenciacion

Los siguientes resultados son fundamentales para la aplicacién a ecuaciones diferenciales
e integro-diferenciales.

Teorema 4.4. Sea f € L y definamos la funcion

o(t) ::/O flr)dr.

Supongamos que F(s) = Z{f(t)} converge para algin s = x¢ > 0 real, entonces L{P(t)}
converge para s = g, Y tenemos que

L{o()} = %F(s), s= 0, ¢ Rs > .

El siguiente teorema es probablmente el més importante de las propiedades de la trans-
formacion de Laplace para la resolucion de ecuaciones diferenciales ya que nos dice que la
iméagen de una derivada de f(¢) bajo .Z se puede expresar en términos de la imagen de f(t),
s y la evaluacién de f en ciertos puntos. Nos enfocamos en las funciones definidas y diferen-
ciables para t > 0, y no es un requisito que la derivada exista en t = 0. Para garantizar la
existencia de Z{f’(t)} es necesario que al menos el limite lim;_,o+ f(¢) = f(01) exista.



Teorema 4.5. Si f(t) es una funcion diferenciable en t > 0, y Z{f'} converge para al-
giin real Ty > 0, entonces el limite f(0T) existe y L{f} también converge para s = x.
Obtenemos la siguiente relacion

Ly =sL{f} - f(0), s=uz0,Rs > xy.
Ademas Z{f} converge absolutamente para Rs > xy.

Demostracion. La demostracion se sigue de una aplicacion del teorema (4.4) a la funcion
f'(t) € £ donde

o0 = [ F)dr= 1) - £(07)
0
Asi ) )
S 20 = 2{e0)} = L ()} = Z{f(07)} = Z{f(O)} - - f(07).
Por lo tanto
LA} = s LW} — F(01), Rs > 0.
O
Es claro que si la funcion f es continua, entonces f(0%) = f(0), por lo que Z{f'(t)} =
sZ{f(t)} — f(0). Por otro lado, si f(t) es dos veces diferenciable en t > 0 y Z{f"(t)}

converge para algtn real zp > 0, entonces podemos aplicar el teorema (4.5) de nuevo sobre
[’ para obtener Z{f"(t)} = s Z{f'(t)} — f/(07), volviendo a aplicar el teorema obtenemos

L")} = 2 L{f()} —sf(0F) — f/(0F), s=ua0, Rs > xy.

Similarmente podemos calcular la transformacion de la n-ésima derivada de f(t) siempre y
cuando las condiciones se cumplan. La demostraciéon del siguiente teorema se sigue de un
argumento inductivo parecido al anterior.

Teorema 4.6. Si f(t) es diferenciable n veces para t > 0, y L{f™} converge para algin
real xog > 0, entonces los limites

Jim £ = £(0%), im0 = £0%), .. lim fO0@) = (000"

existen, y ZL{f} también converge para s = xy. Ademds tenemos que
LMY =" LY = FOT)s" T - F(07)s 7 L FTD(0)
para s = xg y Ns > xg.

Los teoremas anteriores establecen un hecho significativo, que la operaciéon de diferen-
ciacion, en el espacio de funciones originales, corresponde con una operacién algebraica en
el espacio de las imagenes bajo el operador .Z.

4.3. La Transformacién de una Convolucion

La convoluciéon de dos funciones es importante en distintas aplicaciones fisicas [3]. El
comportamiento de .Z sobre la convolucion de funciones resulta ser muy tutil pues convierte
la operacion de convolucién en el espacio de funciones original a un producto de funcio-
nes transformadas. Primero definimos la convoluciéon y luego introducimos el teorema de
convolucién.

Definicién 4.7 (Convolucion). La convolucion de dos funciones f(t) y g(t) se denota como
f*g y se define como

f*xg= /0 f(r)g(t —7)dr. (4.5)

Teorema 4.8 (Teorema de Convolucion). Supongamos que f y g son seccionalmente con-
tinuas en [0,00) y de orden exponencial x, entonces

L{(f+9) )} = L{f)} - L{gt)}, Rs>x.
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Se pueden verificar las propiedades de asociatividad y conmutatividad del producto en
el espacio de imagenes, a partir de la asociatividad y conmutatividad de la convolucién. Una
utilidad del teorema anterior es en el calculo directo de la convoluciéon de funciones, la cual
podria ser muy complicada determinar directamente. Podemos calcular la transformada de
Laplace de ambas funciones, y luego buscar la funcién original que produce el producto de
las iméagenes, el siguiente ejemplo muestra ésta utilidad.

Ejemplo 4.9. Consideremos la funcion de Bessel
oo (_1)n ¢ 2n
Jo(t) = —
0( ) 7;) (n|)2 9 )

la cual tiene transformada de Laplace para Rs > 0 dada por

1
V241

Para calcular la convolucion Jg x Jy, podemos utilizar el teorema de convolucion, observando
que la funcion

L{Jo} =

1
5241’
es la transformada de la funcion seno, se sigue que la convolucion de la 0-ésima funcion de
Bessel consigo misma estd dada por

L{Jo* Jo} =

(Jo * Jo)(t) = sin(t).

4.4. Funciones Generalizadas y Teoria de Distribuciones

Para poder describir fenémenos fisicos adecuadamente, en ocasiones es necesario intro-
ducir conceptos que no pueden ser formalizados dentro de la teoria clasica de funciones. Por
ejemplo, ante la necesidad de modelar un impulso o choque, proveniente de una descarga
eléctrica o un golpe. Para resolver ésto, la teorfa de distribuciones modela éstos conceptos de
otra forma, evitando muchos de los problemas analiticos. La teoria de distribuciones gene-
ralmente utilizada en la teoria de la transformaciéon de Laplace, fue desarrollada por Schwarz
[6]. La idea es describir una variable fisica por medio de un funcional que actua sobre un
conjunto de funciones de prueba. El concepto de funciéon generalizada o distribucion, gene-
raliza el concepto de funcién y proveé un mejor mecanismo para analizar ciertos fenémenos
fisicos, por lo que es de gran utilidad extender la transformaciéon de Laplace a distribuciones
[1]. A pesar de ésto, solo daremos una nocioén intuitiva del concepto, ya que un tratado mas
completo queda fuera del alcance y objetivo de éste trabajo.

El primer paso es definir el espacio de funciones de prueba D sobre la cual las distribu-
ciones actuan. Este espacio consiste de todas las funciones complejas ¢(t) de variable real,
suaves, y con soporte compacto en la recta real. Luego definimos un funcional f como una
aplicacion lineal que asigna un nimero complejo a cada elemento del espacio D. Una dis-
tribucion o funcion generalizada es un funcional lineal que satisface una apropiada nocién
de continuidad [5]. Al complejo asignado a la funcién de prueba ¢ se le denota (f,¢). El
ejemplo convencional y el de nuestro interés, es la funcién (6 mejor, funcional) § de Dirac.
Es utilizada para para modelar impulsos y fue introducida por Paul Dirac en sus estudios de
mecanica cuantica [6]. En el lenguaje de las distribuciones, se define de la siguiente manera

(6,0) =¢(0), VoeD. (4.6)
Es comin que se defina de manera informal como la funcién que satisface
o(t)y=0, Vt#0,
| stwiydi = o00),

para cualquier funcién ¢(t) continua en (—oo, c0). No existe una funcién en el sentido clasico
con las propiedades de § y por esto es que se debe utilizar un mecanismo distinto como el
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de distribucion. Aun asi, es tutil hacer el abuso de notacion (4, ¢) : f_ t) dt, ya que
facilita la expresion de la siguiente propiedad importante de o:

(0(t —a), ¢ / 5(t — a)o(t) dt

/ d(z)o(x +a)dx

Esta propiedad de 6(t — a) que permite seleccionar un valor ¢(t) en el punto t = a se le
conoce como la propiedad de harnero del funcional delta. Ahora, nuestro interés es definir
la transformaciéon de Laplace de la § de Dirac, para formalizar ésto es necesario definir la
transformacion de Laplace sobre un subconjunto de D', llamado el conjunto de las distribu-
ciones atenuadas. Esto serfa ideal, especialmente porque las distribuciones generalizan las
funciones, pero como mencionamos antes, ésto quedaria fuera del alcance del trabajo asi que
definimos la transformada de Laplace de ¢ directamente por medio la propiedad anterior.

Z{(t—a)} = /700 e 5t —a)dt =", a>0. (4.7

Dicha transformacion se puede justificar rigurosamente en la teoria de distribuciones, pero
para nosotros basta con conocer sus propiedades. Terminamos ésta secciéon con un ejemplo
de una ecuacion diferencial que relaciona la funcién de Heaviside con la funcién 6.

Ejemplo 4.10. Consideremos la ecuacion diferencial

Aplicando la transformacion de Laplace a la ecuacion obtenemos
sZL{x(t)} —x(0) = 1.

Por lo tanto L{x(t)} =1/s, y asi x(t) = 1. Si definimos x(0) = 0 para todo t < 0, entonces
la solucion de la ecuacion diferencial es la funcion de Heaviside. Es por ésto que comunmente
se considera que la derivada de la funcion de paso unitario en el 0 (aunque no existe en el
sentido cldsico) es la funcidn 6 de Dirac.

4.5. Analiticidad de la Transformada de Laplace

Analogamente a las series de potencias, una de las caracteristicas mas importantes de la
transformada de Laplace, es que representa una funciéon analitica.

Teorema 4.11. La transformada de Laplace de una funcion f(t) es analitica en el interior
de su semi-plano de convergencia, s > «. Las derivadas se obtienen por medio de la
diferenciacion bajo el signo de la integral

FO ) = (1) [ et = (0.2 ).

Es importante notar que el semi-plano de convergencia de una transformada de Laplace,
no necesariamente es el plano mas grande en el cual la transformada es una funcion analitica.
Pero el teorema anterior es de gran importancia ya que nos dice la imagen de f(¢) bajo £
pertenece a la clase distinguida de funciones analiticas al menos en su plano de convergencia.
La demostracién del teorema basicamente consiste en utilizar el teorema fundamental
para poder derivar bajo el signo de la integral de la representacion de F(s) como
una integral absolutamente convergente y concluyendo con un argumento por induccion, los
detalles se pueden ver en el libro de Doetsch [I]. Por otro lado si f(t) es seccionalmente
continua y de orden exponencial y por lo tanto la integral de Laplace es absolutamente
convergente, la demostracion se simplifica ya que podremos verificar que F(s) satisface las
ecuaciones de Cauchy-Riemann [3].
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5. Relacion con la Transformada de Fourier

Comenzamos ésta seccion recordando las series de Fourier y en especifico la transformada
de Fourier. Veremos que hay una relaciéon directa entre la transformada de Fourier y la
transformada de Laplace, ya que la transformada de Laplace es una generalizacion en cierto
sentido de la de Fourier.

5.1. Series y Transformada de Fourier

La descomposiciéon de funciones en series es una herramienta muy ttil en el analisis de
dichas funciones. Exsiten ciertas clases de funciones que se pueden descomponer en una
serie de polinomios, en el caso de las series de Fourier, se analizan funciones periddicas y
se descomponen en polinomios trigonométricos. Casi cualquier funcion periodica puede ser
decompuesta como una suma infinita de senos y cosenos. Jean-Baptiste Fourier (1768-1830)
introdujo las series de Fourier en 1807 para resolver una ecuacion de calor, pero la prueba
utilizada por Fourier no fue muy rigurosa y no fue totalmente aceptada hasta casi unos cien
anos despues [7].

Recordamos la serie de Fourier en su representacion compleja de una funciéon f: R — C
periodica, Lebesgue integrable. Se puede modificar cualquier funciéon perioédica de tal modo
que nos podemos restringir a las funciones con periodo 27 sin péridada de generalidad.
Entonces la funciéon f con periodo 27 se puede expresar como la serie convergente

f(z):i D> cne™, (5.1)

donde los coeficientes ¢, se conocen como los coeficientes de Fourier y se calculan a partir
de las propiedades ortogonales del conjunto de funciones e'™”, explicitamente tenemos que

Cn = fx)e ™ dzx, nel. (5.2)

Al conjunto de coeficientes de Fourier se le conoce como la secuencia espectral de f en el
intervalo (—m, 7). Por medio de la ecuacion obtenemos la secuencia espectral ¢, de
f, v por medio de recuperamos a la funcién f como una superposicion de funciones
armonicas con frecuencias n = 0,1, +2, .. ..

Observamos un limitante inmediato de la serie de Fourier, pues nos restringimos a las
funciones periodicas. Generalmente cuando la funcién en cuestiéon representa un fendmeno
fisico dependiente del tiempo ¢, es necesario utilizar intervalos infinitos o semi-infinitos. En
éstos casos, podemos reemplazar la serie de Fourier por una integral y reemplazar el conjunto
discreto de coeficientes de Fourier por una funcién. Para el intervalo (—oo,00), la serie de
Fourier es reemplazada por la integral de Fourier

10 =0 [ e ay 5.3

Donde f se obtiene como
fo = [ foeray, (54)

Notamos que en éste caso no se puede recuperar a f como una superposicion de oscilaciones
harmonicas, ya que se requieren oscilaciones de todas las frecuencias. A la funcion f se le
conoce como la densidad espectral de f, 6 comunmente, la transformada de Fourier de f.

A diferencia de la integral que se utiliza para obtener la secuencia espectral, la funcion
de densidad espectral requiere que la funcién en cuestion se comporte de tal manera que la
integral impropia converge. Notamos que esto restringe severamente a la cantidad de funcio-
nes a las cuales podemos calcular la integral de Fourier, por ejemplo, excluimos las funciones
constantes y los polinomios. Buscando una ’soluciéon’ a éste problema, primero analicemos
el caso en que la funcion esta definida en el intervalo semi-infinito [0, 00). Extendiendo la
funcion al lado negativo de la recta real, por medio de la funcién cero, obtenemos la densidad
espectral de la funcién por medio de

f() = / T e i) dr.
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Ahora, para garantizar la convergencia de ésta integral impropia, hacemos una segunda
restriccion en nuestro analisis, en lugar de analizar la funcion f dada, analizamos a la familia
de funciones e~ ! f(t) parametrizadas por el parametro real z. De ésta manera la funcion de
densidad espectral también depende de = y se calcula como

foly) = /OOO et [e*””tf(t)] dt.

La integral anterior converge para todas las funciones acotadas, e incluso converge para un
conjunto de funciones no acotadas pero que no crecen mds rapido que la funcién e** para
algin a positivo, siempre y cuando = > a. Ahora, si s = x 4 iy es una variable compleja,
entonces podemos observar que la densidad espectral se puede escribir como

oo
F(s):= f(s) :/ e St f(t) dt.
0
la cual reconocemos inmediatamente como la integral de Laplace. Podemos observar que si
F(s) es la funcion calculada a partir de la integral de Laplace, entonces la funcion F'(z+iy) es
precisamente la funcion de densidad espectral de la funcién e~ f(t), donde y es la variable
de frecuencia. Observemos que si £ = 0, entonces la transformada de Fourier coincide con

un corte de la transformada de Laplace, en el eje imaginario. Esto se puede visualizar en
la grafica (5.1), donde f(t) = e !sin(t) parat > 0y f(t) = 0 en t < 0. En éste sentido, la

Figura 1: Grafica de magnitud de F(s) y en particular F(iy).

transformada de Laplace generaliza la transformada de Fourier, y admite la transformacion
de una clase de funciones mas amplia. Ademaés la relacion con la transformada de Fourier
es muy importante en la deduccion de la féormula de inversion que veremos en la siguiente
seccion. Para éste fin, haremos uso del Teorema de Inversiéon de la transformada de Fourier.

Teorema 5.1 (Transformada Inversa de Fourier). Supongamos que f y f' son seccional-
mente continuas en R, y ademds supongamos que f es absolutamente integrable en R, es
decir
oo
/ | ()| dt < o0.
—o0
Entonces para todo t se cumple que

fE)+f¢7) 1 /°°

eV f(y) dy

2 T or

—00

donde f(y) es la transformada de Fourier de la funcion f(t). Notemos que si la funcion es
continua en el punto t, entonces la integral es igual a f(t).
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6. La Transformacion Inversa

Considerando la transformacion de Laplace como una correspondencia entre espacios de
funciones, es logico pensar en la operacion inversa. ;Dada una funciéon con dominio algin
semi-plano de C, existe una tnica funcién con dominio [0,00) tal que su transformada es
dicha funciéon? Dado que las funciones que son distintas en un conjunto de medida cero no
difieren en su integral, inmediatamente concluimos que no existe una tnica funcién hablando
estrictamente. Pero lo que si podemos hacer es hablar de la clase de funciones cuya integral
de Laplace es la misma. Las funciones correspondientes a una clase diferen a lo mucho por
funciones nulas, las cuales se definen de la siguiente manera.

Definicion 6.1. Una funcion nula n(7) es aquella tal que
t

/ n(t)dr =0, Vt>0.
0

Si consideremos integracion de Lebesgue, una funcién es nula si y solo si es igual a 0
en casi todos lados, es decir en todos los puntos de su dominio excepto en un conjunto de
medida cero. Observemos que para una funcién nula tenemos

-
Z{n} = lim e *'n(t)dt =0,
T—00 0
de lo anterior, y utilizando la linealidad de £, podemos observar que si una funcion difiere
a otra por una funcién nula, entonces su transformada es igual. Esto se conoce como el
teorema de Lerch.

Teorema 6.2 (Teorema de Lerch). Dos funciones cuya transformada es identica en un
mismo semi-plano de convergencia, difieren solo por funciones nulas.

Esto nos dice que si una funcién F(s) tiene transformacion de Laplace inversa f(t),
entonces f(t) es tnica salvo funciones que diferen en un conjunto de medida cero. Por lo
tanto es valido hablar de la transformada inversa de una funciéon del plano complejo.

Definiciéon 6.3 (Transformacion de Laplace Inversa). Si f(t) tiene una transformada de
Laplace F(s), entonces la transformada de Laplace inversa de F(s) se denota como

LTHE(s)} = (1) (6.1)
Dicha inversa es unica salvo funciones cuya transformada de Laplace es igual a cero.

Al igual que la transformacion de Laplace, su inversa es lineal, es decir, para funciones
F(s) y G(s) cuya transformada inversa existe, y constantes «, 3, se satisface que

L7 HaF(s) + G(s)} = « L7 HF(s)} + BL7HG(s)} = af(t) + Bg(1). (6.2)

Es importante notar que no existe un solo método que nos permita encontrar la transformada
inversa de una funcion del plano complejo de manera garantizada. A partir de la linealidad
de la transformada inversa, muchas veces podemos manipular algebraicamente a la expresion
de la funcién de tal manera que podemos utilizar tablas de transformaciones para identificar
la inversa. Bajo ciertas condiciones es posible utilizar una féormula de inversion, la cual,
junto con la analiticidad de la transformada se vuelve una herramiento fuerte herramienta
de inversion.

6.1. Formula de Inversion

Se menciond anteriormente que en la practica muchas veces es posible invertir una fun-
cion F(s) al expresarla de tal manera que sus términos pueden ser identificados como la
transformacion de funciones bésicas, por medio de una tabla de transformaciones. Existe
otro mecanismo para invertir una transformaciéon, por medio de la formula de inversion
compleja. Haciendo uso de la relacion con la transformada de Fourier, y recordando que
para una funcion f : R — C, hicimos explicito el requerimiento de que f(¢) = 0 para todo
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t < 0, podemos extender la transformacion de Laplace a todo R. Entonces si s = z +iy € C,
obtenemos

Z{ft)} = F(s)
:/ e St f(t) dt
0

— /OO e W e f(1)] dt

—00

= fac(y)7

donde f,(y) es la transformada de Fourier de la funcion e=**f(t). El teorema (5.1 require
que la funcion e=*!f(t) sea absolutamente integrable, por lo tanto si la transformacion de
Laplace converge absolutamente para Rs = x > «, tenemos

/ e )| dt < 0o, x> a
0

por lo tanto podemos invocar el teorema de inversion de Fourier siempre y cuando f y f’ son
seccionalmente continuas. Para facilitar la notacion, supongamos que f es continua, entonces
por el teorema (5.1]), tenemos que

e%mwi]’W%@m

o)

6 equivalentemente

1 [ o
10 =5 [ et iy
21 J_ o ’

Finalmente haciendo un cambio el variable s = x + iy, tenemos que ds = idy, por lo tanto

podemos expresar a f como

ﬂwl/”mwn@@:mll/wﬂwmw& (6.3)

27 )y ioo y—00 2L Jo iy

La férmula se conoce como la formula de inversion compleja, o la formula de inversion
de Fourier-Mellin, donde la recta vertical s = = se conoce como la recta de Bromwich.

Para evaluar la integral de la formula de inversion, hacemos uso del hecho de que F'(s) es
una funcién analitica para emplear los métodos de la integraciéon en contornos. Sea Rs = x
la recta de Bromwich y consideremos un circulo en el origen Cr de radio R. Formamos el
contorno de Bromwich I'r como se muestra en la figura . Integrando la funcion e F(s)
sobre éste contorno (y multiplicando por el factor correspondiente) obtenemos

1

2mi Tr

1 1
eS'F(s)ds = 5 . e F(s)ds + el e F(s) ds. (6.4)

Ahora, la funcion F(s) es analitica en el semi-plano de convergencia fs > «a, por lo tanto
todas las singularidades de F'(s), si es que existen, deben pertenecer a la izquierda de la
recta de Bromwich. Es comtun que la continuaciéon analitica de la transformada sea una
funcion meromorfica [I], es decir F'(s) es analitica en s < a excepto en un niamero finito
de polos z1, 29, ..., z,. En éste caso, eligiendo un radio R suficientemente grande, todos los
polos permaneceran dentro de I'g. De aqui aplicamos el Teorema del Residuo de Cauchy
para obtener
1

ts _
i ) © F(s)ds = ];Res(zk),

donde Res(z;) son los residuos de la funcién e*F(s) en los polos s = z;. Entonces de la
ecuacion (6.4), tenemos que

1

1 T+1iy n
st st _
9 .. e’ F(s)ds+ 9 /x_iy e’ F(s)ds = E Res(zg). (6.5)

k=1
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\A:x—i—z’y

\J

/B:x—iy

Figura 2: Contorno de Bromwich I'r = ACRrBA

Si el primer término de la ecuaciéon tiende a 0 cuando R — oo, entonces efectivamente
estariamos evaluando la integral de la transformacion inversa, brindando una férmula sencilla
para calcular la inversa a partir de los residuos de la funcion F'(s). Una condicion suficiente
para que ésto suceda es si la funcién F'(s) sobre la curva C, estd adecuadamente acotada,
ésto se resume en el siguiente lema.

Lema 6.4. Supongamos que para s € Cg, existen constantes p, M, Ry positivas, tal que la
funcion F(s) satisface
M
F(s)| < —,
PG <

para todo R > Ry. Entonces

lim et F(s)ds =0, t>0.
R—o0 Cr

La demostracion del lema anterior se puede obtener en el libro de Joel Schiff [3]. Haciendo
uso del lema, enunciamos el teorema que nos permite calcular la transformacion inversa con
el método de los residuos.

Teorema 6.5. Supongamos que f y f' son seccionalmente continuas y la integral de Laplace
de f converge absolutamente para algin real z, entonces si la funcion F(s) = Z{f(t)}
satisface la condicion de crecimiento del lema , y si F'(s) es analitica en C excepto en

un numero finito de polos z1, zo, ..., zn, entonces para todo t > 0 tenemos
t+ t= 1 [otiee =
w =5 /m_ioc eS'F(s)ds = ZRes(zk).
k=1

Estd claro que si f es continua en t entonces la integral anterior coincide con el valor de

ft).
Ejemplo 6.6. Sea F(s) la transformacion de Laplace de una funcion, dada por

1
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La funcion F(s) satisface la condicion de crecimiento del teorema , pues

1 1
—=,  para todo |s| > 1.

|F(s)l = o < 73
|slls = 1] = [s]?

Ademds la funcion e¥* F(s) tiene dos polos simples en z1 = 0 y 2o = 1, calculando los residuos
de e F(s) en éstos polos obtenemos

est

_ 17 st — 1% —
Res(O)—il_r%se F(s)—il_r)r(l)571— 1.
Res(1) = lim(s — e F(s) = lim © = ¢!
es(1) = lim(s e F(s) = lim — =¢".

Por lo tanto del teorema obtenemos
f(t) = Res(0) + Res(1) = e — 1.

Es importante notar que los teoremas de inversién requieren el conocimiento de la funcion
original de antemano, algo que no sucede cuando queremos resolver ecuaciones diferencia-
les. Por lo tanto es natural preguntar si jexisten condiciones suficientes y necesarias para
garantizar la representacion de una funciéon analitica F'(s) como transformada de Laplace
de una funcién f(¢)? Utilizando la teorfa de funciones clésica, la respuesta es que si existen
condiciones suficientes pero no existen condiciones necesarias. En contraste, dentro de la
teoria de distribuciones la respuesta es que si existen condiciones necesarias y suficientes [IJ.
Para la seccion siguiente y para la segunda parte del trabajo, generalmente asumiremos que
las condiciones suficientes se cumplen.

7. Aplicaciones

Los teoremas de diferenciacion son la clave de la relaciéon entre de la transformada de
Laplace con el calculo operacional de Heaveside. La idea es utilizar la transformaciéon de
Laplace para convertir una ecuacion diferencial ordinaria o parcial, en una ecuacién alge-
braica que posiblemente es mas facil de resolver. Dado que el dominio de integraciéon de la
transformacion de Laplace es la semi-recta no negativa, es particularmente util para los pro-
blemas de valor inicial. En ésta seccién exponemos brevemente unos ejemplos de ecuaciones
diferenciales ordinarias e integro diferenciales.

7.1. Ecuaciones Diferenciales

La transformada de Laplace puede ser utilizada para resolver ecuaciones ordinarias li-
neales, ecuaciones parciales lineales y algunos sistemas lineales [3]. Primero consideremos las
ecuaciones diferenciales ordinarias. El procedimiento general es el siguiente.

1. Determinamos la transformacién de Laplace de ambos lados de la ecuacién, obteniendo
la ecuacion transformada.

2. La ecuacién transformada es una ecuaciéon en la variable compleja s, resolvemos la
ecuacion para la funcion transformada.

3. Al tener una expresion de la transformada de la funcién en cuestion, determinar su
transformada inversa.

Este procedimiento es particularmente aplicable a los problemas de valor incial con ecuacio-
nes diferenciales ordinarias de coeficientes constantes,

d"x A"tz
andtin +an—1W+"'+a0$:f(t) (7.1)
2(0) =z, 2'(0)=x1, ..., z™V(0) =z, ;.

A la funcion f(t) generalmente se le conoce como entrada, excitacion o forceo, y a la funcion
x(t) se le conoce como la salida 6 respuesta [3].
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Ejemplo 7.1. Consideremos el sistema
2" +x=FEu(t—a), =x(0)=0,2'(0)=1.

El sistema recibe una senal de entrada qué es cero para todo 0 < t < a y E parat > a.
Aplicando la transformacion de Laplace a la ecuacion obtenemos la ecuacion transformadas:

2 Lo} — s2(0) — ' (0) + L{a} = L

Aplicando las condiciones iniciales obtenemos

2 Lr) -1+ La) = Ee; :

agrupando términos

Ee™% 4+ 5
s(s?+1)

1 1 s
- E. - 7(15'
52—&—1Jr (s 52—|—l>e

Aplicando la transformacion inversa obtenemos

s =z A hrpe {3 ) e

= sin(t) + Eu(t — a) [1 — cos(t — a)] .

L{z} =

Alternativamente podemos expresar la solucion x mediante

) sin(t) 0<t<a
2(t) = {Sin(t) +E[l—cos(t—a)] t>a.

El procedimiento también puede ser aplicado para obtener soluciones generales cuando
los valores iniciales no son especificados, y también puede ser aplicado problemas de frontera.

Ejemplo 7.2. Consideremos el problema de frontera

"4 N2 = cos At =1 (7):1
r + X COosS ) y(O) Y 2\

Aplicando £ obtenemos la ecuacion

s L{x} — s2(0) — 2/ (0) + \* L{x} = L{cos(\t)}

2 2 S
— (s°+N) ZL{z} = oy + s2(0) + 2/ (0)
B s s 2'(0)
= Lo} = (52 4+ A2)2 et E e
Aplicando la transformada inversa
1 /
x(t) = —<tsin(A\t) + cos(At) + () sin(\t).

2 A

De la sequnda condicion de frontera obtenemos

1= (55) = gesin (5) oo (5) + s (5) = e +

Por lo tanto

2(t) = %tsin(/\t) Feos() + (1 1z ) sin(v).

Como mencionamos anteriormente, la transformacion de Laplace tambien puede ser apli-
cada a sistemas lineales de ecuaciones diferenciales.
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Ejemplo 7.3. Consideremos el siguiente sistema lineal
dr dy

=4+ 2 =1
ar +dt+x+y

7 TY= el 2(0) = -1, y(0) = 2.

Aplicando la transformada a la primera ecuacion obtenemos
s Z{x} —2(0) + s L{y} —y(0) + L{z} + L{y} = L{1}
1

= (s—i—1).,%{36}4—(s+1).${y}—1:g

1
= L{z} = T Z{y}.
Y de la seqgunda ecuacion obtenemos

s L{x} —x(0) + L{y} = L{e'}
— s P+ Lyt = —— —1

s—1
Sustituyendo la expresion de L{x} en la sequnda ecuacion obtenemos
1
1—sZ{y}t+ Z{y} = p—] -1
1
—= 1-95)Z{y}= P -2
2 1

= Ly} =

s—1 (s—1)2
Aplicando la inversa obtenemos la solucion del sistema

z(t) =1 — 2et + tet,
y(t) = 2¢et — tet.

7.2. Ecuaciones Integrodiferenciales

Las ecuaciones integrodiferenciales son aquellas que involucran las derivadas de una fun-
cion asi como el signo de integracion. Comunmente aparecen en la modelacién de circuitos
eléctricos, por ejemplo el siguiente que fue tomado del libro Laplace Transformation. Theory
and Applications de Joel Schiff [3].

Ejemplo 7.4. Consideremos la ecuacion que modela la corriente I en un circuito eléctrico
dada por

a1 [*
L—+ — I =F
7 + C/o (r)dr ,

donde L,C y E son constantes positivas, y ademds tenemos la condicion inicial I1(0) = 0.
Aplicando la transformacion de Laplace a la ecuacion integrodiferencial obtenemos

1 1
Ls 2{I} + & Z{I} = _E.

Por lo tanto

2{1} = —

Aplicando la inversa obtenemos

I(t) = E\/fsm (&t) .

La transformada también es tutil para la resolucion de ecuaciones parciales diferenciales, lo
cual se vera con mas detalle en la segunda parte del trabajo. La transformaciéon de Laplace
es util en ciertas areas de la probabilidad, por ejemplo, puede ser utilizada en el calculo
de las funciones generadoras de momentos de variables aleatorias positivas y su inversion
[8]. Empleando las propiedades de la transformada sobre la convolucion, diferenciacion e
integracion de funciones, también podemos evaluar integrales que serian muy complicadas
de evaluar directamente.
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8. Conclusion

Llegamos a la conclusion de la primera parte de éste trabajo. Hemos introducido la trans-
formacion de Laplace, sus propiedades basicas, incluyendo su analiticidad en su dominio de
convergencia, su féormula de inversion, y hemos visto su utilidad en la soluciéon de ecuaciones
diferenciales con algunos ejemplos basicos.

A pesar de lo fuerte que es como herramienta de soluciéon de ecuaciones diferenciales,
la transformada de Laplace tiene algunas desventajas teoricas. Primero, la funcion debe
cumplir con ciertas condiciones de crecimiento, luego no existe una caracterizacion sencilla de
las imagenes de la transformada de Laplace, por lo tanto no hay una forma garantizada para
saber si la solucion F'(s) de una ecuacion P(F) = 0 obtenida al aplicar la transformada a una
ecuacion Q(f) = 0, es la transformada de la solucion Q(f) = 0. Esto puedo causar problemas
cuando se aplica la transformada a ciertas ecuaciones sin las precauciones necesarias. De
cualquier manera, es una herramienta muy tutil para el matematico, fisico e ingeniero, en
distintas areas de aplicacién o de investigacion.

La segunda parte del trabajo consiste en un enfoque més directo a la aplicacion de la
transformacion de Laplace a la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales.
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